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SUPPRESSION LAGRANGIENNE
DE POINTS DOUBLES
ET RIGIDITE SYMPLECTIQUE

FRANCOIS LALONDE

1. Introduction

Les théories de I'intersection lagrangienne et des plongements lagran-
giens ne jouissent pas, au contraire des immersions, de la flexibilité due
au A-principe. Cette rigidiié explique les difficultés qu’on y rencontre: il
n’existe pas d’équivalent lagrangien (ou lagrangien exact) de la théorie
classique de suppression des points doubles. Le but de cet article est
d’examiner les hypothéses sous lesquelles la théorie classique se généralise
aux immersions lagrangiennes, en distingant les conditions topologiques et
symplectiques.

Examinons d’abord les conditions topologiques. La théorie classique
se résume en ceci: on peut supprimer par homotopie réguliére une paire
de pomts doubles p,, p, d’'une immersion i: V — R>" (V' de dimen-
sion #, ~orientable ou non; n > 2, pair ou impair) exactement quand il
existe un lacet orienté C dans (V) de coins p, et p, dont I'image par
I’application de Gauss (aprés régularisation aux coins) est un générateur
de #,(G(n, n)). Comme n,(G(n, n)) ~n,(SO(n)) ~ Z, , ceci ne dépend
en fait que des signes de p, et p, relativement 2 C (C’est une courbe de
Whitney quand ces signes sont différents) et on trouve la caractérisation
de Whitney pour la suppression des points doubles donnée en termes du
nombre algébrique de points doubles [10].

La situation est, de ce point de vue, similaire mais plus riche pour
les immersions lagrangiennes, puisque I'indice de Maslov d’un lacet ori-
enté C de coins p,, p, prend ses valeurs dans Z (le cas lagrangien
differe nettement du cas totalement réel dont la grassmannienne est ho-
motopiquement équivalente & A(n) mais ou il n’existe pas de définition
- invariante de I'indice d’une courbe de Whitney). Les courbes de Whit-
ney sont ici exactement celles pour lesquelles 'indice de Maslov est im-
pair; la partie topologique des conditions suffisantes pour la suppression
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lagrangienne de la paire p,, p, est I'existence d’une courbe de Whitney
d’indice de Maslov égal a 1.

Voyons les conditions de nature symplectique. Il y en a deux: la pre-
miére est semi-locale, comme I’est la condition topologique, ¢’est-a-dire rel-
ative & (un prolongement d’)une courbe de Whitney. Soit C une courbe
de Whitney orientée d’indice 1 et d’aire symplectique strictement posi-
tive. Prolongeons C en une courbe C' qui soit Iimage par I'immersion
i d’un lacet lisse orienté de L, et tel que C' se décompose en trois lacets
C,uCuUC, ou C, ne contient pas d’autre point double que p,. Cest
un prolongement de Whitney si les aires de C; et C, sont négatives et
si —(a(C)) + a(C,)) > a(C), c’est-a-dire a(C") < 0. Ces conditions per-
mettent de supprimer la paire de points doubles le long d’un disque de
Whitney positif (holomorphe aprés composition avec un difféomorphisme
symplectique ambiant) sans faire apparaitre de nouveaux points doubles
dans un voisinage tubulaire suffisamment petit du disque. Le contrdle
suffisant pour empécher la création de nouveaux points doubles hors de
ce voisinage tubulaire s’exprime par une mesure de capacité, la capacité
lagrangienne C, définie au §2. On obtient alors le théoréme suivant, qui
est un inverse partiel aux obstructions connues pour les plongements la-
grangiens:

Théoreme 1. Soit p,, p, une paire de points doubles transverses d’une
immersion lagrangienne i: L" — C" (n > 2) qu’on suppose de signes
opposés si L est orientable de dimension paire. Il existe une homotopie
réguliere lagrangienne qui supprime la paire de points doubles p, , p, (sans
. faire apparaitre de nouveaux points doubles) si les trois conditions suivantes
sont vérifiées:

(1) il existe une courbe y, € H(L; Z) pour laquelle py,= u(y,) =2 et
a, = fyol > 0, ot u estla classe de Maslov et A = —y -dx la forme de
Liouville (& =d2);

(2) il existe pour la paire de points doubles py, D,, une courbe de
Whitney a d’aire a, et d’indice de Maslov u_ satisfaisant a:

-1
a,— (ﬂ"z )a0>0;
(3) Cppy,py) > 1.

Les deux premiéres conditions du théoréme assurent ’existence d’une
courbe de Whitney d’indice 1 admettant un prolongement de Whitney. Re-
marquons qu’il se pourrait bien, a priori, que les obstructions de
M. Gromov et C. Viterbo (voir §2), lorsqu’elles sont I'une ou I’autre véri-
fiées sur une classe d’homotopie réguliere lagrangienne, se traduisent tou-
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jours par I'impossibilité de trouver une courbe de Whitney d’indice 1 ad-
mettant un prolongement de Whitney. On montre qu’il n’en est rien:

Théoreme 2. La condition sur C,(p,, p,) est rigide: il existe des paires
de points doubles admettant une courbe de Whitney d’indice 1 ainsi qu’un
prolongement de Whitney, pour lesquelles 0 < C,(p,, p,) < 1.

§3 est consacré a I’étude des variétés les plus élémentaires pour lesquelles
I’existence de plongements lagrangiens n’est pas connue: ce sont les bou-
teilles de Klein K” obtenues de [0, 1]xS""' par identification des bords
par une réflexion. On montre d’abord la proposition suivante, généralisa-
tion d’un résultat de [6]:

Proposition 1. Soit V" une variété admettant une métrique a courbure
non-positive, telle que Diff V agit transitivement sur les classes primitives de
H 1(V; Z) . Supposons qu’il existe un plongement lagrangien j:V — TV
de classe de Maslov non nulle et un entier positif m tels que mu(j) €
(m o ) (H'(V; Z)), ot n: T"V — V est la projection. Il n’existe alors
aucun plongement lagrangien de V dans C".

Appelons noeud de Maslov tout plongement lagrangien exact d’une vari-
été fermée M dans T°M dont la classe de Maslov est non nulle. On
obtient I’alternative suivante:

Corollaire 1. Soit V" un espace homogene (plus généralement un dou-
ble quotient K \G/K,) admettant une métrique a courbure non positive,
tel que Diff V' agit transitivement sur les classes primitives de H 1(V; Z)
(la bouteille de Klein K? par exemple). S’il existe un noeud de Maslov
dans TV , V ne se plonge pas lagrangiennement dans C" .

En se servant de la chirurgie lagrangienne d’indice 1 introduite dans
[6] et développée par Polterovich [7], de la classification de Audin-Viterbo
([2), I9)) des plongements lagrangiens du tore T 2 , et d’'une construction
analogue a celle que nécessite la Proposition 1, on montre:

Théoreme 3. (a) Pour tout n impair, K" admet un plongement la-
grangien dans C" .

(b) Pour tout n pair, il existe une immersion lagrangienne j, : K" -
C" de classe de Maslov égale a 1 (l'unique générateur a signe pres de
H (K" ; Z)) avec une seule paire de points doubles qui satisfait aux condi-
tions (1) et (2) du Théoreme 1.

(¢) Si un plongement lagrangien de K? dans C? existe, il s’obtient, &
difféomorphisme pres a la source, par suppression réguliere lagrangienne de
la paire de points doubles de I'immersion j, .

Finalement, un lemme général de lissage lagrangien permet de décrire
une opération inverse-de la chirurgie d’indice 1. Ceci donne lieu a2 une
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derniére propriété contraignante de tout plongement éventuel de la bou-
teille de Klein K?:

Proposition 2. Soit K? = % un plongement lagrangien, soit y un
lacet simple de K* avec [¥] € Tor(Hl(Kz; 7)), et soit P C C? wimporte
quelle surface compléte et lagrangienne, difféomorphe a un plan, contenant
y. Alors K? coupe P non seulement en y, mais également en chacune
des deux composantes de P\y .

2. Un inverse partiel aux conditions nécessaires
pour les plongements lagrangiens dans C”

Soit L" une variété fermée admettant des immersions lagrangiennes
dans C”. Selon le A-principle [5], ceci est possible si et seulement si le
complexifié du fibré tangent de L est trivialisable, et dans ce cas I'espace
des immersions lagrangiennes Laglmm(L, C") est faiblement homotope
a I’espace des U(n)-trivialisations de 7,L®C, c’est-a-dire a CO(L , U(n))
quand une trivialisation de base est fixée. Les classes d’homotopie réguliere
lagrangienne sont donc en bijection avec [L, U(n)], et un probleme im-
portant est de savoir si une classe donnée contient un plongement lagrang-
ien (et de savoir le construire) a la seule lecture de I’élément correspon-
dant de [L, U(n)]. La projection U(n) — A(n) applique [L, U(n)]
sur [L, A(n)]: pour n = 2, comme les surfaces & I’exception de la
sphére sont des K(7m, 1) et que U(n) — A(n) induit un isomorphisme
Z — 27 C Z au niveau du =, les classes d’homotopie réguliere lagran-
gienne sont complétement déterminées par les classes de Maslov. Pour le
tore T* , qui est le seul cas non trivial bien résolu, les classes contenant
des plongements lagrangiens sont, selon la classification de Audin-Viterbo
([2], [9]), exactement celles pour lesquelles il existe une base de H ! (T2 1 Z)
dans laquelle la classe de Maslov est (2, 0).

Dans le cas de dimension quelconque, les conditions nécessaires con-
nues a P’existence de plongements lagrangiens L — C” (dans une classe
d’homotopie réguliere lagrangienne donnée) sont (i) la nullité du nombre
algébrique de points doubles de I'immersion lagrangienne qui en dimension
paire (et dans un grand nombre de cas particuliers en dimension impaire)
ne dépend que de L et non de la classe particuliere d’homotopie réguliere
[2], (ii) 1a non-nullité de la forme de Liouville {A] € H 1(L; R) et donc de
H (L; R) [4], et (iii) une borne sur la classe de Maslov de tout plongement
lagrangien d’une variété admettant une métrique a4 courbure non positive:
il existe une classe y € H (L; Z) pour laquelle 1 < u(y) < n+1 et par
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conséquent x4 ne peut étre un multiple arbitrairement grand d’une classe
primitive de H ! (L; Z) [9]. On va montrer qu’il existe un inverse partiel 4
ces trois conditions (Théoréme 1): si une immersion lagrangienne satisfait
a des conditions similaires a ces trois conditions, elle est lagrangiennement
réguli¢crement homotope 4 un plongement lagrangien dés qu’une quatriéme
condition, dépendant d’une mesure de capacité, est satisfaite.

Soient p, et p, une paire de points doubles tranverse d’une immersion

lagrangienne L” 5 C", n > 2, et C un lacet simple orienté de C”
composé de deux morceaux, I'un joignant p, a p, dans i(L), l'autre p,
a p, dans i(L) de sorte que les “extrémités” de C approchent chaque
point p; sur des branches différentes de 'immersion en ce point. La courbe
est supposée lisse hors de p, et p,, et ne rencontre aucun autre point
double. On dit que la courbe C est de Whitney si, lorsqu’on se donne une
orientation quelconque de chacun des deux plans tangents P, , PI' a (L)
en p, et un ordre quelconque (P, PI' ) » la courbe transporte (P, P) sur

1
une paire (P,, P2') de plans tangents orientés en p, donnant & p, un
signe contraire a celui donné a p; par (P, Pl' ). Il est évident que dans le
cas ou L est orientable de dimension paire, une courbe de Whitney existe
exactement quand les signes des points doubles sont opposés, et qu’une
telle courbe existe toujours dans tous les autres cas.

Indice de Maslov d’une courbe de Whitney. Soit C une courbe de
Whitney orientée de L' = i(L), d’extrémités p,, p, € C". On définit
d’abord la différence A(P,, P,; P) [3]: si P, et P, sont deux plans la-
grangiens de C" transverses 4 P, A(P;, P,; P) est I'unique chemin, a
homotopie prés, menant de P, a P, dans la cellule convexe de A(n) des
plans transverses a P. Si C, est la portion de C joignant p, a p, sui-
vant I'orientation de C et si C, estla portion joignant p, a p, respectant
l’orientation, on définit /’indice de Maslov de C par:

1(C) = u IACy(p,)", Cy(p)) > C(p))) © G(C,
o A(C,(p,), C,(p,)" s Cy(p,)) 0 G(C)I,

oll G est I’application de Gauss a valeurs dans A(n), Ci(pj) est le plan

)_L

tangent 2 L' en p; auquel C; est tangent, Pt désigne le plan lagrangien
orthogonal a P, et u, est la classe de Maslov H,(A(n); Z) — Z. Bien
qu’elle fasse emploi de la métrique par commodité, cette définition est
symplectiquement invariante (voir également la définition de Viterbo dans
[8D).

Il existe une seconde fagon de définir u(C) en associant 2 L' une
sous-variété lagrangienne plongée de C”. Cette définition s’appuie sur
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une chirurgie lagrangienne d’indice 1 dont nous aurons besoin plus loin. !
Il est connu qu’on peut réaliser toutes les chirurgies dans la classe des
immersions lagrangiennes [1]. Les chirurgies d’indice de Morse 1 peu-
vent étre réalisées par des plongements lagrangiens ([6], [7]): le modele
local est donné par I’anse lagrangienne A4 reliant, dans T*R", le n-plan
(x;,--+,x,) au n-plan (y,,---,»,) quon obtient comme graphe de
la différentielle de f(x) = %log(xl2 + -+ xrzl) au-dessus de R"\{0}.
Comme gr{df) est exact, il n’y a pas d’obstruction 2 lisser sur les asymp-
totes de maniere a ce que I’anse coincide avec (x,, --- , X, )U ¥, -+ , ¥,)
hors d’un voisinage compact arbitrairement petit contenant 1’origine. Soit
maintenant P, # P, deux plans lagrangiens de C", et ¢ un symplec-
tomorphisme linéaire appliquant {P,, P,} sur {(x,), (y;)}. Il est facile
de voir en utilisant la proposition qui suit que les anses (/)"I(A) , lorsque
¢ parcourt Sp(n), se répartissent en deux classes d’homotopie réguliere
lagrangienne (a asymptotes fixées) suivant que ¢ applique P, P, sur
(x;), (y;) ousur (y,), (x;). Désignons par & (P,, P,) et &/ (P,, P,) les
classes correspondant a (¢(P,), ¢(P,)) = ({x;), (v;)) et (p(P), (P))) =
({x;), (¥;)), et par A(P;, Pj) un représentant quelconque d’une classe. Si
P, et P, sont orientés, 'anse A(P,, P,) respecte les orientations exacte-
ment quand I’orientation induite par (P,, P,) est 'inverse de ’orientation
Xy, 5 X, ¥, , ¥, de T'R" =C". Cette construction se généralise
a toute intersection transverse de sous-variétés lagrangiennes d’une variété
symplectique; on remarquera, en particulier, que si p est un point dou-
ble d’une immersion lagrangienne orientée L' de T*R", n pair, les deux
chirurgies remplacent un voisinage arbitrairement petit de p par une anse
lagrangienne plongée et elles respectent I'orientation de L’ si et seulement
si le signe du point double est négatif; quand 7 est impair, les deux chirur-
gies opérent de facon opposée sur les orientations: I'une des deux chirur-
gies respecte I'orientation de L' et l’autre chirurgie inverse l’orientation
de L.

La proposition suivante est due a L. Polterovich [7, Proposition 8]:

Proposition. Soient P; et P, deux plans lagrangiens de C" se coupant
transversalement. La différence d’indice de Maslov le long des anses
(P, P) et (P, P) est égale a n — 2. Plus précisément. il est
clair que &/ (P, P,) détermine un unique chemin (P, P,), & homotopie

' rai regu apres la rédaction de cet article le preprint {7] de L. Polterovich qui généralise
la chirurgie lagrangienne introduite dans [6]. J’ai trouvé pour les besoins du présent article
une petite partie des résultats de [7]: la présentation qu’on donne ici est donc légerement
différente de celle de Polterovich. On réfere le lecteur 2 [7] pour un traitement complet.
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& bouts fixés pres, joignant P, a P, dans A(n): lindice de Maslov de
o(P,, P))oo(P, P,) est n—2.

Soit maintenant C une courbe de Whitney orientée de L' d’extrémités
p, et p,,avec P, et P, les plans tangents en p, a L' ou P, est le plan
sur lequel la courbe entre et P, celui sur lequel la courbe sort; définissons
Q, et O, de la méme fagon en p,. Soit C la courbe obtenue de C
par chirurgie A(P, P,) en p, et A(Q,, Q,) en p,. On définit I'indice
de Maslov de la courbe de Whitney C par u(C) = u((?) —(n-2);1a
proposition précédente montre qu’on a bien

H(=C)=p((=C)") = (n=2) = (—u(C) + 2(n - 2)) — (n - 2)

=-u(C)+ (n-2)=—-u(C).

1l n’est pas difficile de vérifier que cette définition coincide avec la premicre.

Démonstration du Théoreme 1. Voici d’abord I'idée de la démons-
tration. Les conditions (1) et (2) du théoréme assurent I’existence d’une
courbe de Whitney C d’indice 1 et d’aire positive admettant un prolonge-
ment de Whitney C' = C ,UCUC,. A difféomorphisme symplectique
ambiant prés, C’ est une courbe standard de c! (Figure 1) bordant un
domaine D c C!. Le fait que D soit holomorphe et que la sous-variété
immergée L' soit lagrangienne entraine que L' est partout transverse (en

N

aD=C
aD,=C,i=1,2
oD’ =C
_—C

FIGURE 1 - - - graphedeg



754 FRANGCOIS LALONDE -

fait orthogonal) au domaine D . Celui-ci est donc un disque de Whitney.
La condition sur 'indice de Maslov de C (u(C) = 1) est équivalente a ce
que l'indice de Maslov le long de C du (n — 1)-plan lagrangien tangent a
L’ et transverse 2 D soit nul. Ceci permet de construire un hamiltonien
(indépendant du temps) sur C" dont le flot au temps 1 fixe D et rectifie
le germe de L' le long de C. Le rapport p/aire(C), ol p est le rayon
transverse maximal sur lequel cette rectification peut étre réalisée, est la
valeur de la capacité lagrangienne (cette valeur est en fait définie au moyen
de plongements symplectiques de domaines semblables a des polydisques).
Lorsque cette valeur est supérieure a 1, on montre qu’il est possible de sup-
primer la paire p,, p, par homotopie réguliére lagrangienne en déplagant
I’'une des branches de 'immersion le long d’un flot hamiltonien bien choisi.

On démontre le théoreme en deux étapes.

(1) Comme o est une courbe de Whitney, i, est impair. La somme
C = a—((u, — 1)/2)y, est alors une courbe de Whitney d’indice de
Maslov u. = 1 par la condition (1), et d’aire symplectique a. = a, —
((u, — 1)/2)a, > 0 par la condition (2). Soit C; (i =1, 2) une courbe
fermée orientée de i(L) contenant p;, lisse partout sauf en p;, ne con-
tenant aucun autre point double et telle que la courbe C’ = C,uCUugC, soit
I’image par i d’une courbe lisse simple, fermée et orientée de L. C’est un
prolongement de Whitney de C si ac < 0(i=1,2)et ac tactac < 0.
Comme il existe par hypothése une courbe y, d’aire symplectique non
nulle, il est clair qu’un prolongement de Whitney de C existe en ajoutant
au besoin a C; un multiple entier de 7, . Ainsi les conditions (1) et (2) du
théoréme assurent que I’espace %”(pl , P,) de tels triplets C' = C,uCug,,
qu’on appellera triplets (symplectiques) de Whitney, n’est pas vide.

Soit C' = C,UCUC, € €(p,, p,) et soit ¢ un difféomorphisme
hamiltonien appliquant C’ sur la courbe standard (Figure 1) de clcc”
avec les aires de D,, D, et D, égales a ~ac > ac> et —ac . On peut

construire ¢ de la maniére suivante par exemple: soit ¥: C’ — c' ¢
C" un plongement ordinaire appliquant C’ sur la courbe standard de
c' et respectant les aires symplectiques, et soit ¥,, 0 < ¢ < 1, une
isotopie ordinaire de C’ avec ¥, =id et ¥, = ¥, que l'on perturbe
en chaque temps ¢ € (0, 1) par une broderie arbitrairement C 0-petite de
maniere a ce que les aires de ¥,(C) et de ¥,(C,), i =1, 2, demeurent
constantes au cours du temps. C’est alors une isotopie hamiltonienne qui se
prolonge, par le théoréme d’extension des isotopies hamiltoniennes, a une
difféotopie hamiltonienne ¢,. On pose ¢ = ¢, . Comme tout ce qui suit
dans cette preuve est invariant par composition avec un difféomorphisme
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symplectique ambiant, notons encore L' I'immersion ¢ o i(L) et C' =
C, U CUC, le triplet obtenu aprés image par ¢. Puisque n > 2, on

peut supposer que L' N c'=C en perturbant L’ au besoin. Comme
D = D, uDuU D, est holomorphe et L' lagrangien, TZL' est orthogonal
a D' en tout point z € C': ainsi —C,, C, et —C, bordent des disques
holomorphes qui sont des disques de Whitney. Si P(z) dénote le (n—1)-
espace de TZL' orthogonal au vecteur v, tangent a la courbe C "en z,on
peut définir la classe de Maslov u(P) de P(z) le long de C: la condition
U =1 est équivalente a x(P) = 0. Or on voit sans difficulté que la parité
de u(P) est équivalente a I’existence d’un repeére symplectique continu %
défini sur C avec les propriétés suivantes:

(i) B = (w,w,, - ,w,,) avec w, =e ., w,=e¢,, et (wy, w,,

-, w,,) une base symplectique de {z} x c"

(i) w,, ws, --+ , w,, _, sonttangentsa P,(z), ou P(z) estle (n—1)-
plan P(z) choisi sur la branche de I'immersion le long de la courbe C '=
Cnix;); (wy, wg, -+, w,,) sont tangents & P,(z), olt Py(z) est choisi
sur la branche le long de ct= a\C '

On peut bien sir étendre & 2 C'NU ou U est un voisinage rectan-
gulaire ouvert de D dans le plan z,, avec la propriété: aire(U N D,) +
aire(U N D,) > aire(D) .

Recollement de difféeomorphismes hamiltoniens le long d’un disque holo-
morphe. Le caractere Whitney de la courbe C est équivalent a la parité de
u(P.) le long de C, et comme on vient de le voir équivalent a I’existence
d’un repére symplectique % (z) le long de C avec les propriétés (i) et
(ii). La nullité de u(P,) le long de C permet d’obtenir davantage.

Soit #, I'espace des hamiltoniens H indépendants du temps sur c”
tels que H(0) = dH(0) = 0 et soit A: % — Sympl(C") lapplication
associant a3 H le difféomorphisme hamiltonien induit, au temps ¢ = 1,
par le flot du gradient symplectique de H. La projection A:
#! (= A~ (Sp(n))) — Sp(n) est un revétement au-dessus de Sp(n).

Identifions le repére .#(z) avec I'isomorphisme symplectique de c+!
qu’il détermine de la fagon évidente:

B (z)(w,(2)) = e, et B (z)(w,;,_,(2)) = exi(i >2),
et notons encore % € m,(Sp(n— 1)) la classe d’homotopie du lacet &': C
— Sp(r — 1). Alors l'action de % par monodromie sur Zz'_l —
Sp(n—1) est triviale exactement quand u(P,) = 0 le long de C. On peut
donc relever % en une application continue sur C (et doncsur (C 'nuy),
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z— f, € Zfl'_l , qu’on peut bien entendu étendre au plan z,. Soit
f:Cx ¢l LR ’application f(z, ) = f,. Alors le difféomorphisme
hamiltonien ® induit par le gradient symplectique de f autemps ¢t =1:

(a) fixe le plan z, puisque fl(Cx{O} =0et fl{z}xcn_l = f, aun gradient
symplectique nul en 0, et

(b) applique le plan tangent a L' en z € C' sur (0, Xy, 5 X,)
et le plan tangent 2 L' en z € C* sur (v,, Yys -t > ¥, . Eneffet, z
est un point fixe de ® et d®(z) ne dépend que du 2-jet de f au point
critique z. Comme f |<c><{0} =0 = (df)|ex {0} » la matrice hessienne est
nulle hors du bloc diagonal (z,,---, z,) x (z,, -+, z,). Le (2n —2)-
espace (z,,---, z,) est alors invariant sous I'action de d®(z): celle-ci
coincide donc avec P’action de la matrice & (z).

A difféomorphisme symplectique ambiant prés et aprés lissage lagran-
gien exact, L' coincide avec (v,, Xy, ++ , X,) sur un voisinage de C !
de rayon ¢ et avec (v,, y,, -+, y,) sur un voisinage de C ? de méme
rayon. En prenant ¢ suffisamment petit, on a:

L'nT,(V) =T x((xy, -+ , X, )NB,(n—1)UC x({(yy, -+ » ¥,)NB,(n—1)),

ou T ={x,)nU, T =(C'NUNC ,et T,(V)=V x B,(2n—2) estle
voisinage tubulaire de rayon e de V=UnD’.

~Capacité lagrangienne. (2) Ce qu’on vient de faire en (1) montre ceci:
soit C’' = C,UCUC, un triplet de Whitney de 'immersion i: L — R” et
D =D, uDuD, son modele standard dans ! , et fixons U un voisinage
ouvert de D dans C' ayant la propriété aire(U N D)) + aire(U N D,) >
aire(D) . Il existe alors pour & > 0 suffisamment petit un plongement
symplectique v, de T,(V =Un D=V x B.(2n - 2) dans R*" tel que

v, (L) =T % ((xy, -+ X,) N B,(n—1))

(%) 5
UC x((yy, > ¥,)NB,(n—1)).

Ainsi t//E_1 rectifie localement (L) prés de C et exprime localement
i(L) comme partie du bord d’un espace (symplectomorphe a un produit
int(V) x B,(2n — 2)) disjoint de i(L).

Un triplet ¢’ € % (p,,p,) étant donné, soit P le suprémum des
rayons & pour lesquels un plongement symplectique y, vérifiant (x)
existe, et notons C,(C’) = pé, / aire(C) la capacité lagrangienne de C' =
C,uUCUC,. On définit la capacité lagrangienne de la paire p, , p,,
C.(py, Py) € (0, ], comme suprémum de CL(C') quand C’ parcourt
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%(p1 , D,) . L’étape (1) de cette démonstration montre que, sous les deux
premiéres hypotheses du théoreme, C,(p,, p,) est bien défini et stricte-
ment positif.

Supposons maintenant que C,(p,, p,) > 1. On va définir une ho-
motopie réguliere lagrangienne qui supprime la paire de points doubles
D, D, en travaillant dans le modele. Soit g la fonction réelle d’une vari-
able réelle dont le graphe est celui de la courbe en pointillé de la Figure 1,
telle que ff°oo g = 0. Soit f la primitive de —g, nulle hors d’un com-
pact, qu’on rappelle sur C": f (245, z,) = f(x;). La restriction du
difféomorphisme hamiltonien induit par f au temps ¢ = 1 & la partie rec-
tiligne C, de C' applique cette portion de courbe sur le graphe de g, et
les conditions sur les aires symplectiques de D,, D, et D, assurent qu’il
n’y a plus d’auto-intersection. On coupe ’action de ce difféomorphisme
hors du voisinage tubulaire de rayon p de C, dans L' par une fonction
lisse k,: C"' — R définie par k,(z) = h,(|z|) = h(|z|/p), ou h est posi-
tive, décroissante, nulle sur [1, oo), avec h(0) = 1 et sup(|h'(x)|/x) ==.
Soit ¥ le difféomorphisme hamiltonien de C” induit par le gradient sym-
plectique X, K f de kp f au temps ! = 1, et considérons son action sur

(CoNU) x ((x,, -+, X,) N B, (n - 1)).

Soit D, une droite vectorielle quelconque de (x,, --- , X,) C c !, D! =
D,NB,(2n-2), et D) = J(D}),ou J estlamultiplication par v~1. Soit
(X,,¥,) et Z, = (X, 0) les deux points de C'NU ayant méme abcisse
X, ; dans le 3-espace affine de C" engendré par les droites {X,} x axe des
v, x{0€ ™"}, {Z,} x D,, {Z,} x D,,, leffet de 'application de ¥ a
{z,;} x D)’Z est le suivant: le gradient symplectique de kp [ est

X, (21500 > 2,) = =J (K, VS + [VK,)
= "hp(”(zzs M) Zn)”)./l(xl)é-yl

' J(Z sttt Z )
p— x h Z . “ e N Z —-——_—2 n
f( 1) [J(”( 2 n)“)“(zz’ G Zn)ll
et comme f et hp ne dépendent que de x, et ||(z,, -+, z,)|; 1a courbe

intégrale y(¢), 0 <t < 1, suivie par un point s’écrit y(¢) = (,(¢), 7,(?)),
ol y,(f) est une translation a vitesse constante parallele a axe y, , et
7,(¢) une rotation a vitesse angulaire constante dans le plan D, x D, .
Quand Z, rencontre p;, les segments {(X, 71)}><D)’,J et {(x,, 0)}xD?
se croisent. La courbe W({Z,} xDz) coupe donc éventuellement le segment
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{G,, 7))} x D;’ a moins que la rotation totale de la courbe soit inférieure

a m/2, c’est-a-dire 4 moins que
h (x)
(sup|£1) (sup . D

zf(xl)h;)(”(z2a
2 /1 T a
B (E“C) (?) =

n ”(227"' ,Zn)“
soit inférieur a 1, ce qui arrive exactement quand C,(p,, p,) > 1. qe.d.

Les conditions (1) et (2) du Théoréme 1 ont servi a obtenir une courbe
de Whitney d’indice de Maslov 1, d’aire positive, et admettant un pro-
longement de Whitney: le théoreme reste donc vrai sous cette derniére hy-
pothése (qu’on appellera “condition T'(p,,p,)”) et la condition C, (p,,p,)
>1.

La question est maintenant de déterminer si la seule condition T'(p, , p,)
est suffisante pour la suppression lagrangienne d’une paire de points dou-
bles, c’est-a-dire: T(p,, p,) €tant vérifiée, peut-on rendre la quantité
p2 / aire(D) aussi grande que ’on veut par homotopie réguliere lagrangi-
enne? Le Théoréme 2 montre qu’il n’en est rien, et on obtiendra la rigidité
de C, comme conséquence de I'obstruction de Viterbo.

Avant de démonter ce théoreme, notons qu’il implique une rigidité un
peu différente de celle des plongements de polydisques obtenue par Gro-
mov [4]: si C/(p,,p,) est une quantité finie, par exemple inférieure 2
1, et si le disque de Whitney holomorphe D est fixé, il n’existe pas de
difffomorphisme symplectique fixant D et chassant L' hors du voisinage
tubulaire ouvert de rayon r autour de D, pour r = \/aire(D).

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Soient 7, et T, deux copies du
n-tore et m: Tl" — T2" le revétement associé au sous-groupe d’indice k,
KZXZx---xZ,de n(T,), avec k = [(n+ 3)/2]. Soit I, = [—¢, €]
un intervalle fermé de S' suffisamment petit pour que I, x " 1!
soit appliqué homéomorphiquement sur une partie 7, x T n-1 cr 2" , S0it
J, = Sl\Il =(¢,2nm—¢),etsoit a€ QI(J1 X T"_l) la forme fermée o =
(-60,+7m)d0, . Modifions o de maniére a la rendre constante sur chacune
des k—1 composantes de (7r_1(12 x T"_l)) N(J; x T"_l) et, en particulier,
nulle sur Pune d’entre elles. L’image du graphe de o par T7(n): T*(T}) —
T*(T,) est bien siir une sous-variété lagrangienne plongée de 77(7,). On
va prolonger o au-dessusde I, x T’ "~! de mainere a ce que I'image de son
graphe par 7" (n) présente aussi peu de points doubles que possible. Aprés
une perturbation Co-petite de o au voisinage des bords de J; x ! ,la

Z,,)II)\

Al
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forme o Udg est partout lisse sur 7 , ol g: I x T" ! S R est définie
par g(6,) = ((x —¢) /28)012. Donnons-nous une fonction de Morse f
sur 7""! 2 valeur dans (-1, 1), avec le minimum de points critiques et
posons o, = aUd(g+ ¢f), ol a est défini sur J, x ™!, dig+ef)
est défini sur 7, x T n=l , €t ¢ est une fonction plateau sur I, = [-¢, &]
satisfaisant a:

)] (o(i)(—a) = (p(i)(a) =0 pour tout i >0,

(2) 19'(8)] < (n—¢)/2,

(3) ¢ est égale a une constante ¢ >0 sur [—¢/2, &/2].

Par la condition (1), a, est une 1-forme fermée lisse sur TI" , dont les
seuls points critiques sur I, x T n-l sont, par les conditions (2) et (3),
ceux de f en 6, =0. Posons A4, =1, x T" ! et soit A =1 x "' 1a
composante de (7z"1(12 X T"_l)) N (J; x T"_l) sur laquelle o, est nulle.
Les auto-intersections de la sous-variété lagrangienne L = T*(n)(gr(al))
se produisent toutes au-dessus de I, x 7", lorsque T*(m)(gr(e,|4)))
coupe I'image par T (m) de la restriction du graphe de @, aux com-
posantes de (7~ (L, x T" " ")N(J,xT"') . 1 suffira d’étudier Iintersection
de T"(n)(gr(e,|4,)) avec T*(m)(gr(a,|4))), Cest-a-dire I'intersection du
graphe de d(g + ¢f) avec la section nulle T 2" de T" T2" . On a besoin du
lemme suivant dont la démonstration est un calcul direct:

Lemme 1. Soient h une fonction de Morse sur une variété V, et C =
C, U C, une courbe de Whitney de la sous-variété immergée V U gr(dh) C
TV d’extrémités deux points critiques Py, D, de h, avec C, inclus dans
la section nulle V — T*V et C, = (idxdh)(C,). Alors u(C) égale la
différence d’indice des hessiens de h évalués en p, et p,.

Ici, les points critiques de 4 = g + ¢f sont ceux de f en 6, = 0.
Comme le complexe de Morse de f est celui de 7" ! on peut, en suivant
les trajectoires du flot du gradient, regrouper par paires (p, , p,) les points
critiques de sorte que les indices de Morse de f en p, et p, different de
1. Choisissons les courbes de Whitney telles que C, C {6, = 0} x y
comme ¢ est constante au voisinage de {0} x T""! et que g ne dépend
que de 6,

ind Hess(g + ¢ f)(p,) —indHess(g + ¢ f)(p,)
= ind Hess(f)(p,) — ind Hess(f)(p,) = 1.
Il est donc clair qu’il existe une partition de tous les points doubles

de L en paires admettant une courbe de Whitney d’indice de Maslov
1. Soit maintenant i: T2" — C" un plongement lagrangien de classe de
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Maslov (2, 0, --- , 0), qu’on étend 2 un plongement symplectique i d’un
voisinage tubulaire de la section nulle 7,) — T°7,. Notons j: T, —
T*T, le paramétrage évident de L; évidemment u(j) =0 eton a:

n(ioj) = p(j) + =" (u(i) = =" (u(d) = 2k, 0,--- , 0),

ou 2k > n+1. L’obstruction de Viterbo s’applique, il n’existe donc pas de
plongement lagrangien dans la classe d’homotopie réguliére lagrangienne
de ioj. D’autre part, comme il existe, pour 'immersion 7o j, des lacets
de HI(TI" ; Z) d’indice de Maslov nul et d’aire symplectique non nulle,
il est clair qu’aprés composition éventuelle avec ces lacets, les courbes de
Whitney déterminées plus haut auront une aire positive et admettront des
prolongements de Whitney. Si la capacité lagrangienne n’était pas rigide,
le Théoreme 1 permettrait de supprimer tous les points doubles, ce qui est
absurde.

3. Bouteilles de Klein et noeuds lagrangiens

Démonstration de la Proposition 1. Ceci est en fait une généralisa-
tion du Théoreme 4 de [6]. Soit j: ¥ — T"V un plongement lagrangien et
m > 0 un entier tel 0 # mu(j) € f*(Hl(V; 7)). Donc u(j) = kf*(B),
oll k>0 et B estune classe primitive de HI(V; Z). Si u()=ka,ou
k' > 0 et o est une classe primitive de H'(V; Z), alors f*(8) = k" a,
k" > 0. Supposons qu’il existe un plongement lagrangien i: ¥V — C”" et
posons u(i) =!y,ou />0 et y est une classe primitive de HI(V; Z).
Soit @ un difféomorphisme de V tel que ¢*(7) = f. Notons iﬁoqu le
plongement symplectique d’un voisinage de la section nulle de T’ *V pro-
longeant io¢ . Alors le plongement lagrangien (iog@)oj: V — C" a pour
classe de Maslov

w((iog)oj)=u(j)+ f(uliog)) =k'at ()
=ka+1k"a=k +1k

Il est clair qu’on obtient, en itérant cette construction, des classes de
Maslov de plongements lagrangiens de ¥ dans C" qui sont des multiples
arbitrairement grands de la classe «, contredisant ’obstruction de Viterbo.

Remarque. Ceci pose de fortes contraintes, en particulier sur les plonge-
ments lagrangiens j: 7" — T"T":si (4, -+ , #;, 0, -+, 0) # 0 sontles
valeurs de u(j) sur les générateurs o, .-, o, de HI(T”; Z), 'applica-
tion composée
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(al > "7 ai) d Hl(Tn; Z) L’ Hl(Tn; Z)
_’Hl(Tn;Z)/f;<ai+1"" san) (f:n’oj)
ne peut étre injective. Quand i = n, on obtient: f, injective = u(j) =0.

Démonstration du Corollaire 1. Si V =~ K\G/K,, alors tout
plongement lagrangien exact j: ¥ — TV est tel que ind((noj),: (V) —
n(V)) = 1 par le Théoreme 1 de [6]. Donc (z o j)*: H'(V;Z) —
H 1( V'; Z) est un isomorphisme et le corollaire se déduit de la Proposi-
tion 1. »

Démonstration du Théoréme 3. (a) et (b). On obtient un plongement
lagrangien de K" pour tout »# impair par chirurgie d’indice 1 sur le seul
point double de la sphére de Whitney S”, en choisissant celle des deux
chirurgies qui inverse ’orientation. Quand » est pair, les deux chirur-
gies sur le point double de S” produisent un plongement de S P'x st
puisque le signe du point double de la sphére de Whitney est négatif (il
n’est pas difficile de voir que la formulae du nombre algébrique de points
doubles d(i) = —x(L)/2 dans le cas orientable de dimension paire inter-
dit I’existence d’une chirurgie lagrangienne d’indice 1 (plongée) respectant
I’orientation pour un point double de signe positif). On peut quand méme
construire une immersion lagrangienne j,: K" — C" en se donnant deux
copies de la sphere de Whitney S, et S, translatées 'une par rapport a
I’autre de maniére a ce qu’elles se coupent transversalement en deux points
p, et p,. Comme I'intersection homologique est nulle, p, et p, sont de
signes opposés, et n’importe quelle des deux chirurgies en p, et p, pro-
duit une immersion lagrangienne de K" dans C". Si, avant chirurgie, on
éloigne S, de S| de fagon & rapprocher p, et p,, il existe avant disjonc-
tion de S, et S, une courbe de Whitney C joignant p, a p, dans S, US,
qui est clairement d’indice 1 (selon la premiere définition d’indice d’une
courbe de Whitney). Orientons C et pratiquons la chirurgie dans I’ordre
entrant-sortant (§2) en p, et p,: le résultat est une immersion lagran-
gienne j : K” — C" de classe de Maslov 1 (puisque les deux définitions
de I'indice-d’une courbe de Whitney coincident) avec une seule paire de
points doubles qui satisfait aux conditions (1) et (2) du Théoreéme 1.

(c) Soit f: T? - K 2 let revétement a deux feuillets, et soit {a,, b}
une base de Hl(Tz; Z) avec f,(a;) = 2a et f, (b)) = b, on b est de
torsion et a est une classe primitive sans torsion. Soit {a;, b;} la base
dualede H l(T2 1Z) et 8 € HIIDR(TZ) la forme différentielle correspondant
a b; par l'isomorphisme de DeRham. Si gré: T? — T*T? désigne le

graphe de 6, le composé j: 72 & 7 7? s T*K? est un plongement
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lagrangien qui releve f. 1l est clair que f*(H 1(Kz; Z)) ¢ 2H 1(Tz; Z)
et que u(j) = 0. Alors si i: K* — C? est un plongement lagrangien
et si u(i) = xa*, o a* engendre H'(K*;Z), on a: u(ioj) = u(j) +
A ud) = 2xa; et par conséquent x = +1 par le théoréme de Viterbo.
Donc tout plongement lagrangien de K % a pour classe de Maslov u(i) =
+a" . D’autre part, K? estun K (m, 1) et le h-principe montre que les
classes d’homotopie réguliere des immersions lagrangiennes de K 2 dans
C? sont déterminées par leur classe de Maslov, ¢’est-a-dire par un nombre
entier. La seule classe, a automorphisme prés de K? , qui puisse contenir
un plongement lagrangien est celle correspondant a u = 1, c’est-a-dire
celle de 'immersion j, donnée plus haut.

Ceci montre également que tout plongement lagrangien de K 2 est ob-
tenu comme limite quand 7 — 1 d’un homotopie réguliére lagrangienne
partant en f = 0 du plongement lagrangien standard du tore de classe
de Maslov (2, 0): quand ¢ — 1, deux feuilles d’orientation opposée du
tore s’identifient sur la bouteille de Klein, et la famille d’indice 1 (in-
dice géométrique, aprés quotient par le groupe conforme) de disques holo-
morphes sur T? donne lieu 2 une famille de méme indice sur K2 de bord
+2a" € H(K*; 7).

Démonstration de la Proposition 2. On a d’abord besoin du lemme suiv-
ant: ,

Lemme 2 (lissage lagrangien). Soient L, et L, deux sous-variétés la-
grangiennes de C" contenant une méme courbe simple orientée y . Il existe
deux voisinages tubulaires compacts V C W de y dans L, et une isotopie
lagrangienne exacte ¢, de L, égale a l'identité sur y et hors de W, et
telle que ¢, =id et ¢,(V) C L, si et seulement si les indices de Maslov
uLl(y) et uLz(y) sont égaux.

Démonstration. A difféomorphisme hamiltonien prés, on peut supposer
que y est un graphe au-dessus d’un cercle C dans (x,, x,). Supposons
d’abord que u Ll(y) =Uu L2(y) = 0: comme dans la preuve du Théoréme
1, on peut perturber L, et L, par difféomorphismes hamiltoniens de
maniere a ce que les plans tangents a L, (i =1, 2) le long de y se pro-
jettent bien sur (x,---, x,). Alors L, s’exprime comme graphe d’une
forme fermée «; au voisinage de C, et comme fy(a2 ~a,)=0, a, -
est la différentielle d’une fonction f, avec dfy|. = 0 et donc f|. =0
pour un bon choix de primitive. Soit f, une homotopie C !_proche de
S, fixe hors d’un voisinage de C et dont le 1-jet est fixe sur C, et telle
que f; =0 sur un voisinage plus petit; alors gr(a, +df,) est une isotopie
exacte vérifiant les conclusions du lemme.
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Sipu L (y) # 0, on se rameéne par le théoreme de Weinstein dans le cotan-
gent de L ou I'indice de Maslov de L, sur y est maintenant nul. q.e.d.

Demontrons maintenant la Propos1t10n 2. On remarque d’abord que si
y € Tor(H, (K2 7)), alors f A =0, et il existe une surface P complete et
lagrangienne, diff€omorphe a un plan, contenant y. Maintenant, les con-
ditions u(y) =0 = f A sont exactement celles qui permettent de réaliser
r opération inverse de la ch1rurg1e de Morse d’indice 1 on peut remplacer
un collier 7 ‘de vy dans KZ , de bord 8T = y Uy, par deux disques
lagrangiens D et D' se coupant en un pomt et dont les bords coincident
avec le bord de T: 8D =y et 8D’ = y'. On procede de la fagon suiv-
ante: soit f(x) = %log(xl + x2) la fonction dont la différentielle définit
la chirurgie d’indice 1. Notons Cr' le cercle de gr(df) au-dessus du cer-
cle C, C {x,, x,) de rayon r centré a I'origine, Pr' le plan passant par
C; , et donnons a Pr' Iorientation canonique de {x,, x,) rappellée sur Pr'
par la projection. Puisque f}, A =0, on peut supposer a difféomorphisme
sy_rnplectique prés que y = C;l et P= Pr'l . Comme u(y) =0, on peut,

en appliquant le Lemme 2, faire .coincider K? = L, et gr(df) = L, au-

dessus d’un voisiélage ouvert d’un anneau {x € {x,, x,)|r, < ||x|| < r;}

par un lissage C"-petit. De la méme maniére, on peut lisser gr(df)|,.,

=N

sur Pr' (dont la fonction génératrice est une forme quadratique d’indice
1

de Morse 0) et gr(df )|r$r2 sur P,,' , le lissage respectant les orientations
dans le premier cas et les inversant dans le second.

Cette opération inverse de la chirurgie d’indice 1 donne lieu & une sphére
lagrangienne S = (K*\T)UDUD' . Donnons a S une orientation arbitraire
@ comme K° est non orientable, orientation @ (D) -est transportée
le long de S 2 une orientation & (D’) opposée a l'orientation &' (D)
obtenue en transportant @ (D) le long de gr(df). Comme on I’a vu plus
haut (définition de la chirurgie d’indice 1), la paire (Z(D), &'(D')) donne
a p = DN D' un signe négatif, et par conséquent le point p, en tant
que point double de S, a signe positif. Puisque le nombre algébrique
de points doubles d’une sphére lagrangienne de C® est -1, S possede
deux autres points doubles qui ne peuvent appartenir qu'a (K 2\T) NnD
ou a (K \T) N D'. Comme on a pu choisir P, et Pr arbitrairement
pres, les cardinalités de ces deux ensembles sont les mémes. On en déduit
la premiére partie de la proposition: K? coupe la composante bornée de
P\y.

La deuxiéme partie de la proposition s’obtient par une construction ana-
logue en inversant les lissages: au lieu d’aplanir K 2 sur Pr'> (i=1,2) vers
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PPorigine 0 € Pr" , on aplanit cette fois K 2 asymptotiquement sur Pr'A . Si

2 . ! - o
K* mne coupe pas la composante non bornée de P/\C, , on obtient ainsi
i i

une anse lagrangienne plongée reliant Pr' a Pr' , C’est-a-dire, apres change-
1

ment de coordonnées, une anse reliant (x,, x,) a (y,, y,) respectant ces
orientations. On disposerait alors de deux chirurgies de Morse d’indice
1, l'une reliant P 2 P’ et I'autre P a —P', quelle que soit la paire de
plans distincts P, P’ € A*(2). Ceci permettrait par exemple de plonger
lagrangiennement toutes les surfaces orientables de genre impair dans c?
en pratiquant ’une ou 'autre chirurgie sur les points d’intersection de &
copies du tore standard 7,, 7, --- , T, avec #(TinTj) =0sili—j|>1
et 2 si |i— j| = 1. Mais ceci est interdit par la formule de points doubles
des immersions lagrangiennes [2].
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